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Limit
Normal bir fonksiyonda, fonksiyonun x=a noktasindaki limiti, fonksiyonun x=a daki degeridir.
a) f(x)=x*+3, fonksiyonun x=2 deki limiti
Limx® + 6 =2%+6=10

x—2
2
+7
b) f(x)= X , fonksiyonunun x=3 deki limiti
X p—
2 2
LimX +7:3 +7:8
-3 x —1 3-1
x> +7 ) L
o)f(x)= U fonksiyonunun x=1 deki degeri sonsuzdur.
2 2
) + 1" +
Lim X +7 = / =

x>l x —1 1-1
Bu fonksiyonun x=1 de limiti yoktur.
Bu gibi durumlar icin, bazi matematikgiler “limiti sonsuzdur” deyimini kullanmaktadirlar. Sonsuz reel bir sayi

degildir. Bu ylizden cogu matematikciler “limiti yoktur” ibaresini kullanirlar.
limit sabit bir sayi olursa, fonksiyonun limiti vardir.

“Normal bir fonksiyon” deyimi matematik olarak “siireksizlik igermeyen” anlamindadir.
f(x)=x>+3x+2, f(x)=x>-8x*+20, ... seklindeki biitin polinomlarda -co<x<oo icin siireksizlik noktasi yoktur. Bu
tur polinomlarda her x degerine karsilik bir f(x) vardir, her x degerine karsilik fonksiyonun limiti vardir.

d) f(x)=

- fonksiyonu x=0, x=m, x=2m, x=3m, noktalarinda sireksizdir. Bu noktalarda fonksiyonun
sin(x

degeri sonsuzdur, fonksiyonun limiti tanimsizdir, limiti yoktur.

OR611) sin(x)/x fonksiyonunun x=0 civarinda degerini hesaplayin.
Sin(x)/x fonksiyonunu ele alalim. x=0 icin 0/0 belirsizligini alir. Ancak x sifirdan € kadar uzaklassa sin(x)/x
degeri bire yakin bir deger alir. Burada ¢ c¢ok kiictik bir sayi anlaminda kullanilir.

X (radyan) | Sin(x) (x:radyan) Sin(x)/x

-1.50 -0.997494986604054 | 0.6649966577
-1.00 -0.841470984807897 | 0.8414709848
-0.50 -0.479425538604203 | 0.9588510772
0.10 0.099833416646828 | 0.9983341664
-0.05 -0.049979169270678 | 0.9995833854
-0.00100 | -0.000999999833333 | 0.9999998333
-0.00010 | -0.000099999999833 | 0.9999999983
0 0 0/0 belirsiz
0.00010 0.000099999999833 | 0.9999999983
-0.00100 | -0.000999999833333 | 0.9999998333
0.05 0.049979169270678 | 0.9995833854
0.10 0.099833416646828 | 0.9983341664
0.50 0.479425538604203 | 0.9588510772
1.00 0.841470984807897 | 0.8414709848
1.50 0.997494986604054 | 0.6649966577
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Burada en miihim nokta x negatif degerlerden sifira yaklasildiginda sin(x)/x=1 oldugu gibi, x pozitif
degerlerden sifira yaklasildiginda da  sin(x)/x 1 olmaktadir. Dolayisiyla sin(x)/x fonksiyonunun x=0 igin limiti
vardir ve bu deger 1 e esittir.

x> -2x% —x+2

OR611) f(x) = x-1) fonksiyonunun x=1 civarinda degerini hesaplayin.
x’-2x% —x+2 . . o . T
f(x)= x-1) fonksiyonunun x=1 civarindaki degerleri tabloda verilmistir. Burada gorildigu gibi
x=1 icin f(x) 0/0 olmakta fakat x 1 den ¢ok az uzaklassa f(x) in degeri -2 olmaktadir.
x?-2x%* —x+2

X x3-2x2-x+2 x-1 (x-1)

0.8 0.432 -0.2 -2.16

0.9 0.209 -0.1 -2.09

0.95 0.102375 -0.05 -2.0475

0.99 0.020099 -0.01 -2.0099

0.99 0.020099 -0.01 -2.0099

0.999 0.002001 -0.001 -2.001

0.9999 |0.0002 -0.0001  |-2.0001

0.99999 |0.000002 -0.00001 [-2.00000

1 0 0 0/0 belirsiz

1.00001 [-0.00002 0.00001 [-2.0000

1.0001 [-0.0002 0.0001 -1.9999

1.001 -0.002 0.001 -1.999

1.01 -0.0199 0.01 -1.9899

1.1 -0.189 0.1 -1.89

1.2 -0.352 0.2 -1.76

X’ -2x —x+2 . A . "
Buradada f(x)= x-1) fonksiyonunun x=1 icin limiti vardir ve bu deger -2 ye esittir.
OR611) f(x) = <1 fonksiyonunun x=1 civarinda degerini hesaplayin.
1

X x-1 (x=1)

0.8 -0.2 -5

0.9 -0.1 -10

0.95 -0.05 -20

0.99 -0.01 -100

0.99 -0.01 -100
0.999 -0.001  |-1000
0.9999 |-0.0001 |-10000
0.99999 |-0.00001 |-100000
1 0 -0
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1+ 0+ +oo
1.00001 |0.00001 |100000
1.0001 |0.0001 10000
1.001 0.001 1000
1.01 0.01 100
11 0.1 10

1.2 0.2 5

x=1 de fonksiyonun degeri sonsuz oldugu igin fonksiyonun x=1 de bir limiti yoktur.

x=a icin limiti sonsuz olan bir fonksiyonun x=a i¢in limiti tanimh degildir. “Limiti sonsuzdur” demek limitinin
olmadigi, limitinin tanimsiz oldugu anlamina gelir.

Limitin olmamasinin gesitli sebepleri vardir. Bir fonksiyonun x=a da degeri sonsuz olmadigi halde limiti
olmayabilir.

(1
OR613)f(x) = Sln(—j fonksiyonunun x=0 civarinda degerini hesaplayin.
X

X -0.00004|-0.00003 |-0.00002 |-0.00001 |0 [0.00001 ]0.00002{0.00003]0.00004
1 -25000 |-33333  [-50000 |-100000 |0 |100000 |S0000 |33333 {25000
X
) (lj -0.713 |0.86 -0.999  |0.035 ? |-0.035 [0.999 |-0.86 |0.713
S| —
X

—simm{ L. >x)

-3 3

x>0 igin sin(1/x) sabit bir degere yaklasmiyor. Dolayisiyla sin(1/x) fonksiyonunun x=0 da limiti yoktur.

Sagdan limit, soldan limit kavrami
sayl ekseni soldan saga dogru artar.

»
»

-2 ~+00

-0 -100 -1 01 2 999
Bir fonksiyonda x=a noktasinin soldan limiti demek; x=a dan kiiclk sayilardan x=a ya dogru artarak gelirken
fonksiyonun aldigi degerler demektir. Keza x=a noktasinin sagdan limiti demek x=a dan blyuk sayilardan x=a
ya dogru azalarak gelirken fonksiyonun aldigi degerler demektir.

Mesela x=1 noktasina 0.91 0.92 ...0.98 0.99 1 seklinde gelinirse bu soldan limit degerinin hesaplanmasi
olur. x=1 noktasina 1.09 1.08 1.07 1.02 1.01 1 seklinde gelinirse bu sagdan limit degerinin

hesaplanmasi olur.

Yukaridaki f(x) = drneginde x=1 noktasina soldan gelirsek fonksiyon -e= olmaktadir.

0.99991 [0.99992 .. |0.9999999 [1° |

Ix 0.99990
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3

1 -10000 -11111  |-12500

x—1

-10000000

Ayni fonksiyonda x=1 noktasina sagdan gelirsek fonksiyon +e= olmaktadir.

X 1.00009 |1.00008 |1.00007 1.000001 |1°
1 11111.1 {12500 14285.7 1000000 +o0
x—1
. | . 1
Lim——=—-00 , Lim——=+00,
xo1” x —1 x> x —1

Burada 1: x=1 noktasina sol taraftan,
1" : x=1 noktasina sag taraftan
gelindigi anlamina gelir.

1
f(x) = —— fonksiyonunda x=1 noktasina soldan ve sagdan limitleri hesaplamaya calisalim.
(x-1)°
X 0.9999 | 0.99991 | 0.99992 0.9999999 |1
0
1 10° 1.23,10° | 1.56,10° 10" +00
x* -1
X 1.00009 | 1.00008 1.00007 1.000001 |1°
1 1.23,10° | 1.56,10° | 2.04,10° 10" +o0
x* -1
. 1 ) 1
Lim =400 , Lim =400 ,
-1 (x=1)? w1t (x 1)

x=1 noktasina soldan ve sagdan gelsek fonksiyon +o= olmaktadir. aldigi sonsuz degerinden dolayi fonksiyonun
x=1 de limiti yoktur.

Bir fonksiyonda x=a noktasinda sagdan limit ve soldan limit birbirine esitse ve bu deger sonsuz degilse
fonksiyonun x=a da limiti vardir denir.

sin(x)/x fonksiyonunda x=1 noktasina soldan ve sagdan geldigimizde fonksiyonun degeri 1 dir. Limit vardir.

x?-2x2—x+2

(x-1)

vardir.

fonksiyonunda x=1 noktasina soldan ve sagdan geldigimizde fonksiyonun degeri-2 dir. Limit
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TANIM1  Limit Kurallan
L, M, c ve kreel sayilar ve

lim f(x) = L ve lim g(x) = M, ise

X—*C Xx=c
1. Toplama Kuralr: lim(f(x) + g(x)) =L+ M
X—*C
Iki fonksiyonun toplaminin limiti limitlerinin toplamdir.
2. Fark Kuralr: JE(I('t) —glx)=L-M

iki fonksiyonun farklarinin limiti limitlerinin farkidar.
3. Carpim Kuralr: li_r!*::{f(x) -g(x))=L-M

Iki fonksiyonun ¢arpiminin limiti limitlerinin ¢arpimdar.

4. Sabitle Carpim Kural: lim(k- f(x)) = k- L

X=*cC
Bir fonksiyonun bir sabit katmmn limiti fonksiyonun limitinin sabit katidir.
5. Béliim Kural:: lim M =L M # (

=¥ g(x) M’

l!(i 'fon]fsiynnun béliimiiniin limiti, bélenin limitinin sifir  olmamasi kosuluyla,
limitlerinin boliimiidiir,

6. rKuvver Kurali: r ve s ortak garpani bulunmayan iki tamsay1 ve s +# 0 ise
L nin bir reel say1 olmas: kosuluyla,

lim (f(x))”* = L™
x—re
dir. (s ¢ift ise L > 0 oldugunu varsayiyoruz)

Bir fonksiyonun herhangi bir rasyonel kuvvetinin limiti, bir reel say1 olmasi
kosuluyla, limitin o kuvvetidir.
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TANIM
- fix), xocivarinda (xo'da tanimh olmayabilir) bir agik arahikta tamimli olsun.
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Bir Fonksiyonun Limiti

Her € > 0 sayisina karsilik,

0 < |x—xy| < & esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x)-L|<e

olacak sekilde bir &> 0 sayisi bulunabilirse, x x,’a yaklagirken, f(x) L limitine
yaklasiyor der ve

lim f(x) =L,

X—*Xxp

Bana bir ¢ verdiginde ben sana bir 6§ vermeyi taahhud ediyorum.

Verecegim & siniriicinde kalirsan, yani fonksiyonda x yerine (xo- 6),

fonksiyonun degeri kesinlikle L- € ile L+ arasinda kalir.
Sen istedigin kadar kiiglik € ver, ben sana 6 Verecegim. ¢ u diledigin kadar (sonsuz kigik) yapabilirsin.

(xo+ 6) arasinda bir deger verirsen,

A
| vy =)
L+ T T L+ 10 e g |
i " 100
L 1 :t..'.! L —— — = - -
: .l:.:Ji ; L SO S
T Vil ;LM 100 [
© 10 1A 1 | I
I 1 I I
/ / | . . / |
0 0 i X \ 3 0 Xp
Xo — 81no Xo + 8ino Xo =80 Xo *+ 8im
Meydan okuma Yamit Yeni Meydan okuma: Yamt:

1
II}TX)-LI*(E=E

|x —xo| <810

(bir say1)

| /G -L| <e =%

Yant:
|,i‘ — xn[ < 5].flnm

|x = x| <81p00
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pr— T |
L+ 100,000 L +160.000
LF T : ol
W T L.
* 7 100,000 100,000
/]
0 0 > X
Yeni Meydm; okuma: Yanmt; Yeni Meydan okuma;
€ = 100,000 | x = x0| < 817100000 €5 et
v . ORNEKZ  Tanimi Test Etmek
. lim (5x — 3) =2
2 L x—=]
. oldugunu gosterin.
2 s s
Cozim  Limit taniminda xy= 1, f (x) = 5x — 3 ve L = 2 koyun. Verilen herhangi bir € > 0
- igin, x 2 lve 8 > 0 ve x'in xy=1"e uzaklif §'dan kiigiik ise, yani
0<|x=1| <8,
0 Y ise Slx)'in L = 2've uzaklifn e'dan kilciiktiir, yani
|flx) — 2] < e
ifadesinin dogru olacafi uygun bir 8 bulmahyiz.
0’y1 e-esitsizliiinden gerive dogru giderek buluruz:
7‘/— |{8x = 3) — 2| — |52 — §] =< e
OLCEKLI DEGIL Slx—1] <e
bt ] 0 '/ 8
SEKIL 2.15 J(x) = 5x -3 ise, . | | Ef
0<[x 1| < e/5clmas Béylece, 8 = &/5 alabiliriz ($ekil 2.15), 0 < |x—1| <8 =¢/5 ise,
o £ :
| f(x) — 2| < e olmasim garantiler [(52 = 3) —2|=|5x — 5|=5|x — 1| < 5(¢/5) = €,
(Ornek 2).

dur ve bu lim,_,,(5x— 3) = 2 oldugunu ispatlar.

0<|x-1|<5& olmasinin|5x—5| < eolmasm gerektirdigi tek deger § =e/5 de-
geri degildir. Daha kiigiik herhangi bir § da olur. Tanim “en iyi” pezitif § sormuyor, ige
yarayacak bir tane soruyor, |

|.=2, X0=1;
6 =¢/5, yanibana verecegin £ degerini bese bol. istedigin 6 budur.

€ =0.01 verilsin. iddia: yani ben dyle bir xo bulabilir miyim ki f(xo) ile 2 ile arasindaki fark €=0.01 den kiigtk
olsun. Boyle bir xo degeri var midir.

Cevap: 6=¢/5=0.01/5=0.002 yani xgyerine 1-0.002 ile 1+0.002 arasinda degerler verirsen f(xo) kesinlikle 2-
0.01ile 240.01 arasinda bir deger olur, 2-0.01ile 2+0.01 disina ¢tkmaz. Ben bunu garanti ediyorum.
1-0.002=0.998, 1+0.002=1.002
2-0.01=1.99, 2+0.01=2.01

Deneme: 0.998 ile 1.002arasinda bir deger olarak 0.9985 veriyorum.

f(x0)=5%0-3=5 0.9985 -3 =1.9925
1.9925 sayisi 1.99 ile 2.01 arasinda midir.
evet oyledir.
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£=0.00000000000000000001 olmasini istiyorum. Buna uygun bir xo bulabilirmisin.
Tamam & = £ /5=0.000000000000000000002 xp yerine |1— 8] olacak sekilde bir deger koy. Sonug kesinlikle
istedigin gibi olacaktir.

¢=0.00000000000000000000000000000000000000000010lmasini istiyorum.
Tamam 6= § /5= §=0.00000000000000000000000000000000000000000002

Sonug:

lim(Sx —3)=2

x—]



