Rasgele Degiskenler (Random Variables)

Ornek 246)

iki zar ayni anda atilsa Ornek uzay
S={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(1,3),.......(6,4),(6,5),(6,6) }

seklinde 36 elemanli olan bir set idi.

Burada X,Y,Z degiskenlerini asagidaki gibi tanimlayalim.
X: S nin her bir elemaninda (her bir olayda) sayilarin maksimumu olsun. Yani zarlarin (1,3) gelmesi

olaymnda 3, zarlarin (2,5) gelmesi olayinda 5. X(1,3)=3, X(1,6)=6, X(2,5)=5, vs.

Y: S nin her bir elemaninda (her bir olayda) sayilarin toplami olsun. Yani zarlarmn (1,3) gelmesi

olayinda 1+3=4, zarlarin (2,5) gelmesi olayinda 2+5=7. Y(1,3)=4, Y(1,6)=7, Y(2,5)=7, vs.

Z: S nin her bir elemaninda (her bir olayda) sayilarin ¢garpimi olsun. Yani zarlarin (1,3) gelmesi

olayinda 14 3=3, zarlarin (2,5) gelmesi olayinda 2,5=10. Y(1,3)=3, Z(1,6)=6, Z(2,5)=10, vs.

X in tanim uzay1, yani X in alabilecegi degerler Rx={1,2,3,4,5,6} olacaktir. X bunlarin disinda hicbir
deger alamaz.
Y nin tanim uzay1, yani Y nin alabilecegi degerler Ry={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
Z nin tanim uzay1, yani Z nin alabilecegi degerler
Rz={123456891012 1516 182024 2530 36}

seklinde olacaktir.

Burada X,Y,Z Rasgele Degiskenler (Random variables) olarak adlandirilir.

Olasilik yogunluk Fonksiyonu (Probability Density Function)

f(x): P(X=a), X in a’ya esit olma olasiligi. P( {seS: X(s)=a} )

f(x) fonksiyonuna Olasilik yogunluk Fonksiyonu denir.

Yukaridaki cift zar atma 6rneginde.
P(X=3), X in 3’e esit olma olasilig1. maksimum degerin 3 olma olasiligi.
P(Y=10), Y in 10’a esit olma olasilig1. iki Zarin toplaminin 10 olma olasilig1.

P(Z=15), Z in 15’e esit olma olasilig1. iki Zarin ¢arpiminin 15 olma olasiligi.



Simdi bu olasiliklari tek tek hesaplayalim.
X(a,b)=max(a,b) idi. X in alabilecegi degerler Rx={1,2,3,4,5,6} olabilir.
max(a,b)=1esitligini saglayan tek a,b degeri 1,1 dir. o halde P(X=1)=1/36, veya f(1)=1/36
max(a,b)=2 esitligini saglayan a,b degerleri (1,2),(2,1),(2,2) . O halde P(X=2)=3/36, veya f(2)=3/36
Benzer sekilde

max(a,b)=3 (1,3),(2,3),(3,3) ,(3,1),(3,2). P(X=3)=5/36, veya f(3)=5/36

max(a,b)=4 (1,4),(2,4),(3,4) ,(4,4), (4,1), (4,2),(4,3), — f(4)=7/36

max(a,b)=5 (1,5),(2,5),(3,5), (4,5), (5,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5.4), > 1(5)=9/36

max(a,b)=6 (1,6),(2,6),(3,6), (4,6), (5,6), (6,6),(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), — {(6)=11/36

f(x)|1/36 |3/36|5/36|7/36 [9/36|11/36

1 2 3 4 5 6
X'in dagilim

(a)

Y rasgele degiskenini ele alalim. Y(a,b)=a+b idi. Y in alabilecegi degerler
Ry={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olabilir.

Y (a,b)=2 esitligini saglayan tek a,b degeri 1,1 dir. o halde P(Y=1)=1/36, veya h(1)=1/36

Y (a,b)=a+b=3 esitligini saglayan a,b degerleri (1,2),(2,1), . O halde P(Y=3)=2/36, veya h(3)=2/36

Y (a,b)=a+b=4 esitligini saglayan a,b degerleri (1,3),(3,1),(2,2) . O halde P(Y=4)=3/36, h(4)=3/36

Y (a,b)=a+b=5 esitligini saglayan a,b degerleri (1,4),(4,1),(3,2),(2,3) . P(Y=5)=4/36, h(5)=4/36

Y(a,b)=at+b=6 — (1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3).— h(6)=5/36



Y(a,b)=atb=7 — (1,6),(6,1),(2,5),(5,2) ,(3.4) ,(4,3).— h(7)=6/36
Y(a,b)=atb=8 — (2,6),(6,2),(3,5),(5,3) ,(4.4) — h(8)=5/36
Y(a,b)=atb=9 — (3,6),(6,3),(4,5),(5.4) — h(9)=4/36
Y(a,b)=atb=10 — (4,6),(6,4),(5,5) — h(10)=3/36
Y(ab)=atb=11 — (5,6),(6,5) — h(11)=2/36

Y(ab)=a+b=12 — (6,6) — h(12)=1/36

h(y) | 1/36 |2/36|3/36|4/36 |5/36|6/36 |5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36
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Z rasgele degiskenini ele alalim. Z(a,b)=ab idi. Z nin alabilecegi degerler

Rz={1234568910121516 182024 25 30 36}

Z(a,b)=1 esitligini saglayan tek a,b degeri 1,1 dir. o halde P(Z=1)=1/36, veya g(1)=1/36
Z(a,b)=ab=2 esitligini saglayan a,b degerleri (1,2),(2,1), . O halde P(Z=2)=2/36, veya g(2)=2/36
Z(a,b)=ab=3 esitligini saglayan a,b degerleri (1,3),(3,1), . O halde P(Z=3)=2/36, veya g(2)=2/36
Z(a,b)=ab=4 — (1,4),(4,1),(2,2). — g(4)=3/36

Z(a,b)=ab=5 — (1,5),(5,1), — g(5)=2/36

Z(a,by=ab=6 — (1,6),(6,1),(2,3),(3,2) — g(6)=4/36

Z(a,b)=ab=8 — (2,4),(4,2), — g(8)=2/36

Z(a,b)=ab=9 — (3,3), — g(9)=1/36

Z(a,b)=ab=10 — (2,5),(5,2), — g(10)=2/36

Z(a,by=ab=12 — (2,6),(6,2),(3,4),(4,3) — g(12)=4/36

Z(a,b)=ab=15 — (3,5),(5,3), — g(15)=2/36

Z(a,b)=ab=16 — (4,4), — g(16)=1/36



Z(a,b)=ab=18 — (3,6),(6,3), — g(18)=2/36
Z(a,b)=ab=20 — (4,5),(5,4), — g(20)=2/36
Z(a,b)=ab=24 — (4,6),(6,4), — g(24)=2/36
Z(a,b)=ab=25 — (5,5), — g(25)=1/36

Z(a,b)=ab=30 — (5,6),(6,5), — g(30)=2/36

Z(a,b)=ab=36 — (6,6)

— g(36)=1/36
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Burada
X — f(x)
Y — h(y)
Z— g(2)

baglantilarina olasilik fonksiyonu (probability function) denir.

Ornegimizde X,Y,Z ayrik (kesikli) degerlerdir. f(x), h(y), g(z) fonksiyonlar1 belli (tamsay1) degerlerde

tanimlanmistir. mesela f(x) fonksiyonunda f(1.1), f(1.5), f(2.6), tanimsizdir.

Eger f(x) fonksiyonu siirekli ise olasiik yogunluk fonksiyonu (probability density function) olarak

adlandirilir.

Ayrik(Kesikli) (discrete)

surekli (continuous)

f(xx):olasilik fonksiyonu
olasilik yogunluk fonksiyonu
probability density function

probability mass function

f(x):olasilik yogunluk fonksiyonu,

probability density function

P( X=xy )=f(xx)

b

Plagx<b)= j f(x)dx

if(xk):l




f(xx) > 0 (Tanimlanan Butun xy ler icin) o
f(x) >0 (Butun x ler icin)

stirekli olasilik fonksiyonlarinda P(a < x<b) x degiskeninin a ile b arasinda bulunma ihtimalinin rakamsal

degerini verir. siirekli olasilik fonksiyonlarinda P(x=a)=0 olur. Budurum P(a<x<a)= I f(x)dx =0

a

oldugundan da gorilebilir.

Beklenen deger, Ortalama deger (Expected value, mean)
X Rasgele degisken, ve dagilimi asagidaki gibi olsun.

X ‘ X1 ‘ X2 ‘ X3 ‘ ‘ Xn

f(x) ‘ f(x)) ‘ f(2) ‘ f(x3) ‘ ‘ f(xy)

X in ortalamasi, beklenen degeri (expected value)

E(X)=x; f(x1) + x2 f(x2) + x3 f(x3) +.... + X, f(Xp)= i X f(Xi)
i=1

Beklenen deger fiziksel olarak tahmini beklenen degeri verir.

Q0
siirekli sistemlerde E(x)= [x f(x)dx
—00

Ornek 154) Ornek 43 deki zar atma islemini diisiinelim. iki zar ayni anda atiliyor. X(a,b)=max(a,b).

Y(a,b)=a+b, Z(a,b)=ab. E(X),E(Y),E(Z) degerlerini hesaplayin.

X 1 2 3 4 5 6

f(x)|1/36|3/36|5/36 |7/36 |9/36|11/36

E(X)= 1(1/36)+ 2(3/36)+ 3(5/36) + 4(7/36)+ 5(9/36)+ 6(11/36) =4.47

h(y) | 1/36 |2/36|3/36|4/36 |5/36|6/36 |5/36 |4/36 |3/36 |2/36 |1/36




E(Y)= 2(1/36)+ 3(2/36)+ 4(3/36) + 5(4/36)+......+11 (2/36)+ 12(1/36) =7.0

z 1 2 3 4 5 6 8 9 10 (12 |15 |16 |18 |20|24|25|30 |36

g(z) |1/36(2/36(2/36|3/36|2/36|4/36|2/36|1/36|2/36|4/36|2/36|1/36|2/36|2/|2/|1/|2/36|1/36

i=1

M.inci moment

n
(Ayrik sistemlerde) E(Xm)ZZX;n f(x;), m=12,..

i=1

(siirekli sistemlerde) E(X™)= jxm f(x)dx , m=1,2,...

—00
Varyans, Standart Sapma

Teorem 41.

a) E(kX)=kE(X), b) E(X+k)= E(X)tk, c) E(aX+b)=aE(X)+b,
dEX+Y)=EX)+E(Y)

n = ux =E(x) ortalama deger de denir.

i=1

ox=0=4Var(X), Var(X)=¢"

Var: Varyans, o: standart sapma

Teorem 55 al38-135

i=1

Aciklama: Varyans var(X) = o *ve standart sapma o”’nin her ikisi de, x, deferlerinin ortalama u ¢ev-
resinde agirliklandirilmg yayilimm: lger ancak, standart sapma ¢”nin bir avantaji, u ile ayn birimde

olmasidir.



Teorem 5.6: X bir rasgele degisken, a ve b sabitler olsun. Bu durumda

var(aX + b) = a*var(X) ve Gy = |a|oy dir.

Teorem 5.6'nin siklikla ortaya ¢ikan 6zel iki durumu vardir: flkinde @ = 1 ve ikincisinde » = 0’dur.
Aynnuli olarak, herhangi k sabiti icin

(i) var(X + k) = var(X) ve buradan O = 0 dir,
(it) var(kX) = k*var(X) ve buradan ory = |k] o dur.

Olasilik dagilim fonksiyonu (Cumulative Distribution Function, Probability Distribution

Function)

Olasilik dagilim fonksiyonu

Ayrik siirekli
F(xk)=if(xk) F(a)= [f(x)dx F(-)=0, F(e0)=1

Pratikte cok Kullanilan Olasilik dagilim fonksiyonlari

Diizgiin dagilim (Uniform Distribution)

L as<xspf fX(TC)“
J[X(x) = ,8*&’ f-a

0 otherwise 5 -

o X

v  cdf 0 asa

Fo@=|" fi(x)dx= ;:Z a<a<p

| az>

v Mean: 4, = J'_w xfy (x)dx = ﬂ;—a v" Variance:

2 2 2
v' The second moment: oy = E[X7] - py

B +raf+a’ :(,8—0{)2
3

E[X°]=[ x*fo(x)dx = 12



Normal Dagilim, Gauss dagilimi, (Gaussian (Normal) Distribution)
X siirekli rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi ise Normal (Gaussion) tipi

denir.

Jx)

1 B )
f.\'(x):mo_ exp((xzélg()) }

Bu tip olasilik dagilim fonksiyonuna normal dagilim denir.

X ~N(up, )

Ho

seklinde gosterilir. Burada py parametresi rasgele degiskenin beklenen degerini o” parametresi ise

Varyans1 gosterir.

v’ Mean: u, =y, v Variance: ¢’ =0,

\/_ exp{ (xz 1)’ }dx
o, 0

zz% " 1 :2 a_,[-l' o

v ocdf @)= fxde=1-]"

o
o ‘ N5

x°

exp 1—7 dx

.
Q(O’):L@

* O(a) is a decreasing function of «.

H

+ For X ~ A (p.07)

a— p,

Pr{X > a} =j;fX(x)dx =I:ﬁexp —M dx=(Q

20'(J Ty

JX)

Pr{X > a}

Hy d






